
Poglavlje 4

Metode ra£unanja odre�enog integrala

Kao i kod neodre�enih integrala, kod ra£unanja odre�enih integrala neelementarnih funkcija

koristimo metodu supstitucije i parcijalne integracije. No, moramo voditi ra£una o grani-

cama integracije.

4.1 Supstitucija u odre�enom integralu

Zadatak 4.1.1. Izra£unajte
∫ 2

0

2x
(
x2 + 1

)3
dx.

Rje²enje. 1. na£in: odredi se neodre�eni integral pa se iskoristi Newton-Leibnizova for-

mula.

∫
2x
(
x2 + 1

)3
dx =

t = x2 + 1

dt = 2x dx

 =

∫
t3 dt =

t4

4
+ C =

(x2 + 1)4

4
+ C, C ∈ R

∫ 2

0

2x
(
x2 + 1

)3
dx =

(x2 + 1)4

4
+ C

∣∣∣∣∣
2

0

=
54

4
+ C − 14

4
− C = 156

2. na£in: sukladno uvedenoj supstituciji promijene se i granice integracije.

∫ 2

0

2x
(
x2 + 1

)3
dx =

 t = x2 + 1 x1 = 0⇒ t1 = 02 + 1 = 1

dt = 2x dx x2 = 2⇒ t2 = 22 + 1 = 5

 =

=

∫ 5

1

t3 dt =
t4

4

∣∣∣∣∣
5

1

=
625

4
− 1

4
= 156

35
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Napomena 4.1.2. Drugi na£in rje²avanja pro²log zadatka je bolji i ubudu¢e ¢emo ga

koristiti. Primijetite da u predzadnjem koraku nije potrebno vratiti ono ²to je bila supsti-

tucija (t = x2+1) jer smo izvr²iv²i supstituciju na opisani na£ina, u potpunosti "preveli"

integriranje po x u integiranje po t. Tako�er, veza po£etne varijable x i supstitucijske

varijable t mora biti jednozna£na.

Zadatak 4.1.3. Izra£unajte:
∫ 4

1

x√
1 + 2x

dx.

Rje²enje.

∫ 4

1

x√
1 + 2x

dx =


t = 1 + 2x⇒ x = t−1

2

dt = 2 dx x1 = 1⇒ t1 = 3

dx = 1
2
dt x2 = 4⇒ t2 = 9

 =

∫ 9

3

t−1
2√
t
· 1
2
dt =

1

4

∫ 9

3

t− 1√
t
dt =

=
1

4

∫ 9

3

(√
t− t−

1
2

)
dt =

1

4

(
2

3
t
3
2 − 2t

1
2

) ∣∣∣∣∣
9

3

=

=
1

4

[(
2

3

√
9
3
− 2
√
9

)
−
(
2

3

√
3
3
− 2
√
3

)]
= 3

Zadatak 4.1.4. Izra£unajte:
∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx.

Rje²enje.

∫ ln 2

0

√
ex − 1 dx =


t2 = ex − 1 ex = t2 + 1

2t dt = ex dx x1 = 0⇒ t2 = e0 − 1 = 0⇒ t1 = 0

2t dt = (t2 + 1) dx x2 = ln 2⇒ t2 = eln 2 − 1 = 1⇒

dx = 2t
t2+1

dt t2 = ±1⇒ t2 = 1

 =

=

∫ 1

0

√
t2 · 2t

t2 + 1
dt = 2

∫ 1

0

|t| · t

t2 + 1
dt = 2

∫ 1

0

t2

t2 + 1
dt =

= 2

∫ 1

0

t2 + 1− 1

t2 + 1
dt = 2

(∫ 1

0

1 dt−
∫ 1

0

1

t2 + 1
dt

)
=

= 2 (t− arctan t)

∣∣∣∣∣
1

0

= 2
(
1− π

4

)
Napomena 4.1.5. Da smo u supstituciji izabrali za drugu granicu t2 = −1, onda bi

interval integracije bio [−1, 0] te bismo imali:

· · · =
∫ −1
0

|t| · 2t

t2 + 1
dt =

∫ −1
0

−t · 2t

t2 + 1
dt = −

∫ 0

−1
−t · 2t

t2 + 1
dt = 2

∫ 0

−1

t2

t2 + 1
dt = . . .
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Napomena 4.1.6. Ovdje se radi o integralu parne funkcije za koju se moºe pokazati da

za a > 0 vrijedi
∫ 0

−a
f(x) dx =

∫ a

0

f(x) dx zbog simetrije grafa takve funkcije s obzirom

na os y. �tovi²e, iz tog svojstva tako�er slijedi:
∫ a

−a
f(x) dx = 2

∫ a

0

f(x) dx.

Zadatak 4.1.7. Izra£unajte:
∫ 1

2

−
√

2
2

√
1− x2 dx.

Rje²enje.

∫ 1
2

−
√

2
2

√
1− x2 dx =

 x = sin t x1 = −
√
2
2
⇒ sin t = −

√
2
2
⇒ t1 = −π

4

dx = cos t dt x2 =
1
2
⇒ sin t = 1

2
⇒ t2 =

π
6

 =

=

∫ π
6

−π
4

√
1− sin2 t · cos t dt =

∫ π
6

−π
4

| cos t| · cos t dt =
∫ π

6

−π
4

cos2 t dt =

=

∫ π
6

−π
4

1 + cos (2t)

2
dt =

1

2

∫ π
6

−π
4

(1 + cos (2t)) dt =

=
1

2

(
t+

1

2
sin (2t)

) ∣∣∣∣∣
π
6

−π
4

=
1

2

(
5π

12
+

√
3

4
+

1

2

)

U £etvrtoj jednakosti maknuli smo apsolutnu vrijednost jer funkcija g(t) = cos t ima

pozitivne vrijednosti za t ∈
〈
−π

4
, π
6

〉
(na intervalu integracije).

Zadatak 4.1.8. Izra£unajte:
∫ e

1

sin (lnx)

x
dx.

Rje²enje.

∫ e

1

sin (lnx)

x
dx =

 t = lnx x1 = 1⇒ t1 = ln 1 = 0

dt = 1
x
dx x2 = e⇒ t2 = ln e = 1

 =

∫ 1

0

sin t dt = − cos t

∣∣∣∣∣
1

0

=

= − cos 1− (− cos 0) = − cos 1 + 1

4.2 Parcijalna integracija u odre�enom integralu

Formula:
∫ b

a

u dv = uv

∣∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a

v du.

Zadatak 4.2.1. Rije²ite:
∫ ln 2

ln 1

xex dx.
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Rje²enje.

∫ ln 2

ln 1

xex dx =

 u = x dv = ex dx

du = dx v =
∫
ex dx = ex

 = xex

∣∣∣∣∣
ln 2

ln 1

−
∫ ln 2

ln 1

ex dx =

=
(
ln 2 · eln 2 − ln 1 · eln 1

)
−
∫ ln 2

ln 1

ex dx = 2 ln 2− 0− ex
∣∣∣∣∣
ln 2

ln 1

=

= 2 ln 2−
(
eln 2 − eln 1

)
= 2 ln 2− 1

Zadatak 4.2.2. Rije²ite:
∫ π

2

0

(x+ 3) sinx dx.

Rje²enje.

∫ π
2

0

(x+ 3) sinx dx =

u = x+ 3 dv = sinx dx

du = dx v =
∫
sinx dx = − cosx

 =

= (x+ 3) · (− cosx)

∣∣∣∣∣
π
2

0

−
∫ π

2

0

(− cosx) dx =

=
(π
2
+ 3
)
·
(
− cos

π

2

)
− 3 · (− cos 0) +

∫ π
2

0

cosx dx =

= 3 + sinx

∣∣∣∣∣
π
2

0

= 3 + sin
π

2
− sin 0 = 4

Zadatak 4.2.3. Rije²ite:
∫ π

3

π
4

x

sin2 x
dx.

Rje²enje.

∫ π
3

π
4

x

sin2 x
dx =

 u = x dv = 1
sin2 x

dx

du = dx v =
∫

1
sin2 x

dx = − ctg x

 = x · (− ctg x)

∣∣∣∣∣
π
3

π
4

−
∫ π

3

π
4

− ctg x dx =

=
π

3
·
(
− ctg

π

3

)
− π

4
·
(
− ctg

π

4

)
+

∫ π
3

π
4

cosx

sinx
dx =

=

 t = sinx x1 =
π
4
⇒ t1 = sin π

4
=
√
2
2

dt = cosx dx x2 =
π
3
⇒ t2 = sin π

3
=
√
3
2

 = −
√
3π

9
+
π

4
+

∫ √
3

2

√
2

2

1

t
dt =

= −
√
3π

9
+
π

4
+ ln |t|

∣∣∣∣∣
√
3

2

√
2

2

= −
√
3π

9
+
π

4
+ ln

√
3√
2

Zadatak 4.2.4. Rije²ite:
∫ 1

0

arctg x dx.
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Rje²enje.

∫ 1

0

arctg x dx =

 u = arctg x dv = 1 dx

du = 1
1+x2

dx v =
∫
1 dx = x

 = arctg x · x

∣∣∣∣∣
1

0

−
∫ 1

0

x · 1

1 + x2
dx =

= arctg 1 · 1− arctg 0 · 0−
∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

=


t = 1 + x2 x1 = 0⇒ t1 = 1 + 02 = 1

dt = 2x dx x2 = 1⇒ t2 = 1 + 12 = 2

x dx = 1
2
dt

 =
π

4
−
∫ 2

1

1

t
· 1
2
dt =

=
π

4
− 1

2
ln |t|

∣∣∣∣∣
2

1

=
π

4
− 1

2
ln 2

Zadatak 4.2.5. Rije²ite:
∫ e−1

0

ln (1 + x) dx.

Rje²enje.

∫ e−1

0

ln (1 + x) dx =

t = 1 + x x1 = 0⇒ t1 = 1 + 0 = 1

dt = dx x2 = e− 1⇒ t2 = 1 + e− 1 = e

 =

∫ e

1

ln t dt =

=

 u = ln t dv = 1 dt

du = 1
t
dt v =

∫
1 dt = t

 = ln t · t

∣∣∣∣∣
e

1

−
∫ e

1

t · 1
t
dt =

= e · ln e− 1 · ln 1− t

∣∣∣∣∣
e

1

= e− (e− 1) = 1

4.3 Nepravi integral

Nepravi integral je vrsta odre�enog integrala kod kojeg je jedna ili obje granice integracije

±∞ ili unutar podru£ja integracije postoji to£ka/to£ke koje nisu u domeni funkcije f(x)

koja se integrira. Razlikujemo 4 tipa nepravog integrala. S desne strane, pored svakog

od tipova dan je jedan primjer funkcije koja odgovara nepravom integralu. Kod prva

tri grafa radi se o pozitivnim funkcijama pa pripradni integrali imaju istu geometrijsku

intepretaciju kao ranije - povr²ina ispod grafa funkcije. Pitanje koje se name¢e je kolike

su te povr²ine budu¢i da su u nekom smislu "povr²ine do beskona£nosti". Naime, rezultat

nepravog integrala moºe biti kona£an broj ili beskona£no pa kaºemo da integral konver-

gira ili divergira.
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1. tip: ∫ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

∫ b

a

f(x) dx

2. tip: ∫ b

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x) dx

3. tip:∫ +∞

−∞
f(x) dx = lim

a→−∞

∫ c

a

f(x) dx+ lim
b→+∞

∫ b

c

f(x) dx

4. tip:

Ako f : [a, b]→ R nije de�nirana u c ∈ [a, b]:∫ b

a

f(x) dx = lim
c1→c−

∫ c1

a

f(x) dx+ lim
c2→c+

∫ b

c2

f(x) dx,

pri £emu je limc1→c− limes k c slijeva, a limc2→c+ limes k c

zdesna.

Zadatak 4.3.1. Rije²ite:
∫ +∞

1

1

x
dx.

Rje²enje.∫ +∞

1

1

x
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→+∞
ln |x|

∣∣∣∣∣
b

1

= lim
b→+∞

(ln |b| − ln 1) = +∞

Zadatak 4.3.2. Rije²ite:
∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx.
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Rje²enje.∫ +∞

−∞

1

1 + x2
dx =

∫ 0

−∞

1

1 + x2
dx+

∫ +∞

0

1

1 + x2
dx =

= lim
a→−∞

∫ 0

a

1

1 + x2
dx+ lim

b→+∞

∫ b

0

1

1 + x2
dx =

= lim
a→−∞

arctg x

∣∣∣∣∣
0

a

+ lim
b→+∞

arctg x

∣∣∣∣∣
b

0

=

= lim
a→−∞

(arctg 0− arctg a) + lim
b→+∞

(arctg b− arctg 0) =

=
(
0−

(
−π
2

))
+
(π
2
− 0
)
= π

Napomena 4.3.3. U prvom koraku, kod raspisa po£etnog integrala na dva integrala,

mogli smo koristiti neku drugu novu granicu koju smo postavili kao gornju granicu prvog

integrala, odnosnu donju drugog integrala. Zbog prirode podintegralne funkcije (parna

funkcija), nula se £inila kao najbolji izbor.

Napomena 4.3.4. Funkcija g(x) = tg x nije de�nirana za x = ±π
2
+ 2kπ, k ∈ Z. Kada

ra£unamo tangens za x-eve koju su blizu navedenim vrijednostima, dobivamo sve ve¢e

vrijednosti pa je sukladno tome inverzna funkcija arctg x za "velike" x-eve jednaka π
2
.

Analogno zaklju£ivanje je za x-eve koji teºe k −∞.

Zadatak 4.3.5. Rije²ite:
∫ 4

1

1
3
√

(x− 2)2
dx.

Rje²enje. Podintegralna funkcija nije de�nirana u x = 2 pa se radi o 4. tipu nepravog

integrala.∫ 4

1

1
3
√

(x− 2)2
dx =

∫ 2

1

1
3
√

(x− 2)2
dx+

∫ 4

2

1
3
√

(x− 2)2
dx =

= lim
c1→2−

∫ c1

1

(x− 2)−
2
3 dx+ lim

c2→2+

∫ 4

c2

(x− 2)−
2
3 dx =

= lim
c1→2−

(x− 2)
1
3

1
3

∣∣∣∣∣
c1

1

+ lim
c2→2+

(x− 2)
1
3

1
3

∣∣∣∣∣
4

c2

=

= lim
c1→2−

3
(
(c1 − 2)

1
3 − (1− 2)

1
3

)
+ lim

c2→2+
3
(
(4− 2)

1
3 − (c2 − 2)

1
3

)
=

= lim
c1→2−

3
(

3
√
c1 − 2− 3

√
−1
)
+ lim

c2→2+
3
(

3
√
2− 3
√
c2 − 2

)
=

= 3( 3
√
2− 2 + 1) + 3(

3
√
2− 3
√
2− 2) = 3

3
√
2 + 3
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Napomena 4.3.6. U pro²lom zadatku mogli smo izvr²iti i supstituciju kod odre�enog

integrala. Raspis nakon 3. jednakosti bio bi:

(. . . ) =

t = x− 2 x1 = 1⇒ t1 = −1 x1 = c2 ⇒ t1 = c2 − 2

dt = dx x2 = c1 ⇒ t2 = c1 − 2 x2 = 4⇒ t2 = 4− 2 = 2

 =

= lim
c1→2−

∫ c1−2

1

t−
2
3 dt+ lim

c2→2+

∫ 2

c2−2
t−

2
3 dt = lim

c1→2−

t
1
3

1
3

∣∣∣∣∣
c1−2

−1

+ lim
c2→2+

t
1
3

1
3

∣∣∣∣∣
2

c2−2

= (. . . )

Zadatak 4.3.7. Rije²ite:
∫ +∞

0

xe−x dx.

Rje²enje.∫ +∞

0

xe−x dx = lim
b→+∞

∫ b

0

xe−x dx =

 u = x dv = e−x dx

du = dx v =
∫
e−x dx = −e−x

 =

= lim
b→+∞

−xe−x ∣∣∣∣∣
b

0

−
∫ b

0

(−e−x) dx

 = lim
b→+∞

(
−be−b +

∫ b

0

e−x dx

)
=

= lim
b→+∞

−be−b + (−e−x)

∣∣∣∣∣
b

0

 = lim
b→+∞

(
−be−b − e−b + 1

)
=

= lim
b→+∞

(
− b

eb
− e−b + 1

)
= 1

U zadnjem koraku koristili smo L'Hospitalovo pravilo:

lim
b→+∞

−b
eb

=

(
−∞
+∞

)
LH
= lim

b→+∞

−1
eb

= 0.

Zadatak 4.3.8. Rije²ite:
∫ +∞

e

1

x ln2 x
dx.

Rje²enje.∫ +∞

e

1

x ln2 x
dx = lim

b→+∞

∫ b

e

1

x ln2 x
dx =

 t = lnx x1 = e⇒ t1 = ln e = 1

dt = 1
x
dx x2 = b⇒ t2 = ln b

 =

= lim
b→+∞

∫ ln b

1

1

t2
dt = lim

b→+∞

t−1

−1

∣∣∣∣∣
ln b

1

= lim
b→+∞

(
− 1

ln b
+ 1

)
= 1

Zadatak 4.3.9. Rije²ite:
∫ 1

0

dx√
x
.

Rje²enje. Budu¢i da x = 0 nije u domeni podintegralne funkcije, zadatku moramo pris-

tupiti na sljede¢i na£in.∫ 1

0

1√
x
dx = lim

a→0

∫ 1

a

x−
1
2 dx = lim

a→0

x
1
2

1
2

∣∣∣∣∣
1

a

= lim
a→0

(
1

1
2

1
2

− a
1
2

1
2

)
= 2
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Zadatak 4.3.10. (Zadaci s kolokvija)

Rije²ite:

a)
∫ −3
−∞

32x−1 dx, b)
∫ 0

−∞
e2x−1 dx.

Rje²enje.

a) ∫ −3
−∞

32x−1 dx = lim
a→−∞

∫ −3
a

32x−1 dx = lim
a→−∞

∫ −3
a

9x · 3−1 dx =
1

3
lim

a→−∞

∫ −3
a

9x dx =

=
1

3
lim

a→−∞

9x

ln 9

∣∣∣∣∣
−3

a

=
1

3
lim

a→−∞

(
9−3

ln 9
− 9a

ln 9

)
=

1

3

(
9−3

ln 9
− 0

)
=

1

37 ln 9

b) ∫ 0

−∞
e2x−1 dx = lim

a→−∞

∫ 0

a

e2x · e−1 dx =
1

e
lim

a→−∞

∫ 0

a

e2x dx =

=


t = 2x x1 = a⇒ t1 = 2a

dt = 2 dx x2 = 0⇒ t2 = 0

dx = 1
2
dt

 =
1

e
lim

a→−∞

∫ 0

2a

et · 1
2
dt =

=
1

2e
lim

a→−∞

∫ 0

2a

et dt =
1

2e
lim

a→−∞
et

∣∣∣∣∣
0

2a

=
1

2e
lim

a→−∞
(e0 − e2a) =

=
1

2e
(1− 0) =

1

2e
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