Poglavlje 4
Metode rac¢unanja odredenog integrala

Kao i kod neodredenih integrala, kod ra¢unanja odredenih integrala neelementarnih funkcija
koristimo metodu supstitucije i parcijalne integracije. No, moramo voditi ra¢una o grani-

cama integracije.

4.1 Supstitucija u odredenom integralu

2
Zadatak 4.1.1. Izracunajte / 2x (x2 + 1)3 dx.
0

RjesSenje. 1. nacin: odredi se neodredeni integral pa se iskoristi Newton-Leibnizova for-

mula.
t=a*+1 4 24 1)
/2m(:1:2+1)3dx: :/tgdtzt—+02u+C,C’ER
dt = 2z dx 4 4
2 2 4 )4 4 14
/2x(x2+1)3da::w+0 25—+C———C:156
0 4 4 4

2. nacin: sukladno uvedenoj supstituciji promijene se i granice integracije.

2 t=2>4+1 2,=0=>t,=0>4+1=1
/ 29[;(:1:2—1—1)3 dr = ! ! —
0 dt = 2z dx To=2=1,=224+1=5
25
4

= 156

I,
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Napomena 4.1.2. Drugi nacin rjeSavanja proslog zadatka je bolji i ubuduée ¢emo ga
koristiti. Primijetite da u predzadnjem koraku nije potrebno vratiti ono Sto je bila supsti-
tucija (t = 2 + 1) jer smo izvr§ivsi supstituciju na opisani nacina, u potpunosti "preveli"
integriranje po x u integiranje po t. Takoder, veza pocetne varijable x i supstitucijske

varijable ¢ mora biti jednoznacna.

4
Zadatak 4.1.3. Izraéunajte:/
1

T
——dx.
v1+ 2z
Rjesenje.

t=14+2z=2==51

’ 91 ] O
dt =2d —1=t=3 =/ i—dt:—/ ———dt =
con ! s VE 20 4

4
X
/—dx—
1 \/1—|—2.Z'
dl’:%dt To=4=1=9

? _1 ]. 2; 1
/3 <\/1_t—t 2) dt_zl<§t2—2t2> 3

(367-5)- (352 -

9

S S

3
In2
Zadatak 4.1.4. Izracunajte: ver —ldzx.
0
Rjesenje.
t?2=e"—1 e =12 +1
In2 2t dt = e* dx 11=0=>t?=e"-1=0=t =0
ver —ldr = ! ! =
0 2dt = (2 +1)de zy=In2=t*=e"?2-1=1=
| de =Gt ty=+1=1=1 |
1 1 1 42
2t t t
z/\/ﬁ-2 dt:2/ t] - dt:2/ dt =
0 241 0 241 o t2+1
142 1 1
t*+1-1 1
:2/ Jg—dt:2(/ 1dt—/ . dt) -
o 2+1 0 o 1241
1
T
= 2(t — arctant) | =2 (1 - Z)
0
Napomena 4.1.5. Da smo u supstituciji izabrali za drugu granicu t, = —1, onda bi

interval integracije bio [—1, 0] te bismo imali:

-1 -1 0 0 2
2t 2t 2t t
-:/ |t|-—dt:/ —t - dt:—/ —t - dt:2/ dt = ...
0 241 0 241 1 241 L2411
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Napomena 4.1.6. Ovdje se radi o integralu parne funkcije za koju se moze pokazati da

za a > 0 vrijedi / f(z)dx = / f(z) dx zbog simetrije grafa takve funkcije s obzirom
—a 0

na os y. Stovise, iz tog svojstva takoder slijedi: f(x)dr = 2/ f(x)dx
—a 0

1
2
Zadatak 4.1.7. Izraéunajte:/ L V1—ax?dx.
2
-

Rjesenje.
1 — i — V2 ) __x
/2 T2 g — r=sint x;=-—%5 =snt=—-" =1 =—7 _
-2 dx = costdt $QI%:>Sint:%:>t2:%
s (I
:/ — sin®t - cost dt = / \cost|-costdt:/ cos“tdt =
T -1 %
61 (2t) 1 [%
:/ +COS dt:E/ (1 + cos (20)) dt =
-1

%
1[5 3 1
2\ 12 4 2

g
1
:—< —sm Qt)
2

U ¢etvrtoj jednakosti maknuli smo apsolutnu vrijednost jer funkcija g(t) = cost ima

k]

s

pozitivne vrijednosti za t € (—Z,Z) (na intervalu integracije).

16
L ¢ sin (In z)
Zadatak 4.1.8. Izracunajte: —dx.
1 x
Rjesenje.
¢sin (Inz) t=Inz x1=1=t;,=In1=0 1 '
/ ST g = ' ' —/ sintdt = —cost| =
1 X dt:%dm To=e=t;=Ilne=1 0 0

=—cosl —(—cos0) =—cosl+1

4.2 Parcijalna integracija u odredenom integralu
b

b
—/ v du.

In2

Zadatak 4.2.1. RijeSite: / xe® dx.

Inl

b
Formula: / udv = uv
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Rjesenje.
In2
2 u=ax dv = e* dx . 2
ze’ dr = = xe — e’ dr =
In1 du = dx U:fezdx:@fﬂ In1 Inl

n2 In2

:(ln2-eln2—ln1-eln1)—/ eEdr=2ln2—-0—¢"

Inl

Inl

=2In2— (e"? — ") =221

s

2
Zadatak 4.2.2. Rijesite: / (x + 3)sinx dx.
0

Rjesenje.

/3( 3 sinad u=1x+3 dv = sinzx dx
x sinx dr = -
0

du=dx v= [sinzdr=—cosx

=(x+3)-(—cosx)

jus

= <g+3> : <—Cosg> —3'(—COSO)—|—/02COS$d;B:

=3 +sinz

[VE]

:3+Sing—sin0:4

Zadatak 4.2.3. Rijesite: / 1; dx
% SIn- T
Rjesenje.
5 u=ux dv = ——dx 3 3
/ ——dr = smee =z (—ctgx) —/ —ctgrdr =
simn” du=de v=[ inlgwdx:—ctg:c z z
s ( t7r> ( t7r>+/gcosxd
3 & 3 4 g4 = sinzx
t=sinx xlzgﬁtlzsingz\g 3T /fldt
= =+ =+ [ -dt=
dt =coszdr zy=7% =t =sinf =% 9 4 vzt
V3 * %
3mom 3m o7 3
=X S am| =4S4
9 4 Vs 9 4 V2
7

1
Zadatak 4.2.4. Rijesite: / arctg x dz.
0
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Rjesenje.

1 u = arctg x dv = 1dx
/ arctgx dr =

1

! 1
=arctgr - x| — x - > do =
1+1$2da: v=[ldr==x o Yo I+
S
=arctgl-1—arctg0-0— dr =
arctg arctg /01+x2 x

t:1+1’2 1’1:0$t1:1+02:1
21 1
=|dt=2zxdr 29=1=t,=1+1>=2 Iz—/—~—dt:
2 2 4 )t 2

rdr = %dt
1 ? 1
T T
_ T S| =T - 2o
4 2“”1 1 2"

e—1
Zadatak 4.2.5. Rijesite: / In(1+ x)dx.
0

Rjesenje.

e—1
/ In(l+2x)dex =
0

tzl—i-SL’ I1:O:>t1:1+0:1 €
:/lntdt:

dt=dr xy=e—1=>ty=14+e—1=c¢ 1
u=Int dv=1dt ‘ S |

—Int-t —/ﬁt—d#:
_du:%dt v:fldt:t 1 1 13

=e-lne—1-lnl—t| =e—(e—1)=1
1

4.3 Nepravi integral

Nepravi integral je vrsta odredenog integrala kod kojeg je jedna ili obje granice integracije

+oo ili unutar podruéja integracije postoji tocka,/tocke koje nisu u domeni funkcije f(x)

koja se integrira. Razlikujemo 4 tipa nepravog integrala. S desne strane, pored svakog

od tipova dan je jedan primjer funkcije koja odgovara nepravom integralu. Kod prva

tri grafa radi se o pozitivnim funkcijama pa pripradni integrali imaju istu geometrijsku

intepretaciju kao ranije - povrsina ispod grafa funkcije. Pitanje koje se namece je kolike

su te povrsine buduéi da su u nekom smislu "povrsine do beskona¢nosti". Naime, rezultat

nepravog integrala moze biti konac¢an broj ili beskonac¢no pa kazemo da integral konver-

gira ili divergira.
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f
1. tip:
+oo
/ f(z)dr = lim / flx \ﬁq
a b—~+o00
f
2. tip:
b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx
oo a——oo J,
3. tip:
+oo
f(x)dr = lim f )dr + lim / f(x
oo a——00 b—+o0 ;
4. tip:

Ako f :[a,b] — R nije definirana u ¢ € [a, b]:

b c1 b
/ f(x)dr = lim f(z)dx + hm f(x)dx

a c1—Cc™ a Cz—)c co r
pri ¢emu je lim. .~ limes k ¢ slijeva, a lim,, ,.+ limes k ¢

zdesna.
+o00 1
Zadatak 4.3.1. RijeSite: / —dx.
.z
Rjesenje.

+oo q b 1
/ —dxr = lim —dr = lim In|z|
T @

= lim (In[b| —Inl) = +o0
b—+oo J1 X b—-+o00 b—+o00

+oo 1 q
X.

Zadatak 4.3.2. Rijesite: /
oo 1+ a2
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Rjesenje.
too g o 1 too g
/ dr = / dr + / dr =
oo L+ 22 oo L 2? o 142?
0 b 1
= lim dz + lm dr =
a——c0 J, + 2 b—+o0 Jg 1+ 22

0

= lim arctgz =
a—r—00

+ lim arctgx
b——+o0

a 0

= lim (arctg0 — arctga) + lim (arctgb — arctg0) =

- ()G9

Napomena 4.3.3. U prvom koraku, kod raspisa pocetnog integrala na dva integrala,
mogli smo koristiti neku drugu novu granicu koju smo postavili kao gornju granicu prvog
integrala, odnosnu donju drugog integrala. Zbog prirode podintegralne funkcije (parna

funkcija), nula se ¢inila kao najbolji izbor.

Napomena 4.3.4. Funkcija g(x) = tgz nije definirana za x = £ + 2k7, k € Z. Kada
racunamo tangens za z-eve koju su blizu navedenim vrijednostima, dobivamo sve vece
vrijednosti pa je sukladno tome inverzna funkcija arctgz za "velike" z-eve jednaka 7.
Analogno zakljuc¢ivanje je za x-eve koji teze k —oo.

- S
Zadatak 4.3.5. RijeSite: /1 de
Rjesenje. Podintegralna funkcija nije definirana u x = 2 pa se radi o 4. tipu nepravog

integrala.

/fﬁdm/jﬁdw—i—/jﬁdw

= lim (r—2)"5dr + lim (z—2)7 3 do =

c1—2~ 1 Cg—>2+ ca
1|e 1|4
. (z—2)s . (z—2)s
= lim ~———| + lim —~%| =
_ I 1
c1—2 Y co—2T =
3 3 o

= lim 3 (e =2)} = (1-2)3) + 1im 3((4-2)} = (- 2)}) =

c1—2~ CQ—>2+
— lim 3 (Vo =2 V1) + lim 3(V2- Ve —2) =
c1—2~ co—2

=3(V2-2+1)+3(V2—-v2-2)=3V2+3
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Napomena 4.3.6. U proslom zadatku mogli smo izvrSiti i supstituciju kod odredenog

integrala. Raspis nakon 3. jednakosti bio bi:

t=x—2 r1=1=>1t =-1 T1=C =1t =c —2

dt = dz To=C=>tlao=0c1—2 a9=4=t,=4—-2=2
. av? . 2 s o s i
= lim t73dt + lim t73dt = lim — + lim =(...)
c1—2~ 1 co—27T ca—2 c1—2~ 3 co—2T 3

+o0o
Zadatak 4.3.7. RijeSite: / xe dx.
0

Rjesenje.
+oo _ b u=zx dv = e *dx
/ ze ¥dr = lim ze ¥dr = =
0 b=r+o0 Jo du=dx v=[e"de=—e"
b b b
= lim [ —ze ™| — / (—e *)dz | = lim (—beb + / e’ dx) =
b—+o0 0 b—+o0 0

b
= lim (—be’—e"+1)=

b—+400

= lim [ —be "+ (—e™®)

b—+o00

0

b
= lim (——b—eb—i—l) =1
b—-+o0 e

U zadnjem koraku koristili smo L’Hospitalovo pravilo:

lim =2 — (_OO)L:H m L — o,

b—+oo eb +00 b—+oo €P
+oo 1
Zadatak 4.3.8. Rijesite: / 5—dx.
. zln”z
Rjesenje.
T . b9 t=Inzx z1=e=>t;=lne=1
/ 5s—dr = lim 5— dr = —
e zlhn"w btoo Jo wln®x dt=1dr wy=b=ty=Inb
Inb 1 Inb 1
:bggrnoo 1 tzdt:bggloo—_l :bggrnoo (_m+1> =1

. b da
Zadatak 4.3.9. Rijesite: —.
0 VT

Rjesenje. Bududi da x = 0 nije u domeni podintegralne funkcije, zadatku moramo pris-

tupiti na sljede¢i nacin.

1

| ) St . x2
—dzr = lim r2dr=1lim—4 | =
0 \/E a—0 a a—0 ) .
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Zadatak 4.3.10. (Zadaci s kolokvija)

Rijesite:

-3 0
a) / 3% dx, b)/ e* 1 dx.

1 . 9*
=— lim —
3a——c1n9

-3
G e R A L AN
T30 \m9 o/ 3\mo 379

a

0 0 1 0
2> ldy = lim e e tdr == lim e dr =
o a——o0 J, € a——oc [,

t=2r xr1=a=1 =2a o

1 .. .1
= |dt=2dr 29=0=1t,=0| =— lim €'§dt:

€ a——0o0 2

_ 1
1 0 1 1
= — lim eldt = — lim e'| =— lim (&’ —¢*) =
26 a—r—00 2 € a——0o0 . € a——0o0
1
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